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Dada una economía finita y de inter- In this article we show the existence 
cambio, con extemalidades, se demues- of a competitive equilibrium in an 
tra la existencia de equilibrio competi- ffite economy with 
tivo. Las extemalidades son consecuen- 
cia de la actividad transformadora que lities due to the transformation activity, 
los agentes llevan a cabo para consumir. done by the consumers in their con- 
sumption process. 
Esta actividad transformadora inhe- 
rente al proceso de consumo se lleva a 
cabo mediante la producción doméstica. We model that transformation activi- 
repfisentada por una correspondencia t~ with a domestic production economy 
tecnológica de consumo Para cada %en- together with a consumption technology 
te. 
correspondence, which we wiU show to 
En este artículo, además de la conti- be continuous. Then we find sufficient 
nuidad de la correspondencia tecnológi- ~0Xlditions f0r exi.Stence 0f a competi- 
ca de consumo, se obtienen condiciones tive equilibnum with the type of exter- 
suficientes para la existencia del equili- nalities above. 
brio competitivo con dichas extemali- 
dades. 
Aqucst article correspón a un epígraf del capítol 1 1  dc la rncva tcai doctoral "1Fxtcrnali- 
tats i Institucions", presentada a la Universitat de Barcelona (23.4.85). 
L'objecte d'aquest article és la demostració de I'existencia d'equili- 
bri competitiu en una economia finita d'intercanvi arnb extemalitats 
que provenen de I'activitat transformadora que els agents realitzen per a 
consumir. 
L'estudi de les condicions suficients per a I'existencia d'equilibri 
amb extemalitats es deu a McKenzie [1955], Arrow i Hahn [1971] i 
Arrow i Debreu [ 19541. Encara que la formulació del teorema d'Arrow 
i Debreu no té com a finalitat I'estudi de les extemalitats i, per tant, no 
les incorpora explícitament -cosa que fan McKenzie i Arrow i Hahn. 
encara que de distinta manera-. amb un tractament adequat permet de- 
mostrar I'existencia d'equilibri amb externalitats. 
En aquest article utilitzern el concepte d'economia abstracta de 
Debreu [1952] en la versió més general de Shafer i Sonnenschein 
[1975. b], que per a economies sense externalitats pot considerar pre- 
ferencies que no siguin completes o transitives. En economies amb ex- 
ternalitats permet que les preferencies de cada individu no tan sols de- 
penguin del seu propi consum sino també del consum dels altres i dels 
preus (Shafer i Sonnenschein [ 1 9 7 5 ~ 1 ) .  Per tant. queden excloses les 
externalitats tipus enveja, status, etc. 
Aci, els agents economics intercanvien en el mercat sota condi- 
cions de compctCncia perfecta, obtenint les mcrcaderies que utilitzaran 
com a recursos en el procés de transforrnació doméstica. Les preferen- 
civs estan definides cn I'espai dels béns resultat d'aquest procés. Per 
tant. per a cada individu i dcpenen dels bén que consurneix i ,  i dels con- 
sumits pels altrcs car deterniinen el nivcll d'cxternalitats de I'economia. 
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L'efecte beneficiós o nociu de les externalitats en una econornia 
d'intercanvi no  té corn a origen aquest, sino I'activitat de transformació 
inherent a I'acció de consumir, i que aci recollirn rnitjanqant una pro- 
ducció domestica representada per una correspondencia, que anorne- 
nern, tecnologica de consurn. Es la forrnulació explícita d'aquells pro- 
cessos de producció que estan irnplícits en la caracterització de les ex- 
ternalitats arnbientals de consum, corn pot esser el soroll, el furn, . . . . . 
Aquest tipus d'exiernalitats, resultat de I'activitat transformadora 
que duen a terme els consurnidors, inclou corn a cas particular, quan la 
correspondencia tecnologica de consurn es la identitat, aquelles econo- 
mies, fins ara les rnés usuals en la literatura, en les quals les preferencies 
estan definides prirnitivarnent en I'espai de rnercaderies X. 
1 és el conjunt finit dels consurnidors, + 1 = N. 
I els bens, y E R: 
k les rnercaderies, x E R;, k> 1. 
k 
Xi el conjunt de les mercaderies per I'agent i, Xi C R+ . 
1 Yi el conjunt de consurn del béns de I'agent i, Yi 2 R+. 
1 gi :  Xi - Yi la correspondencia tecnologica de consurn de I'agent i. 
P.: n Y, -Yi, les preferencies de I'agent i. 
' i E I  
El consumidor i queda especificat rnitjanqant el seu conjunt de 
rnercaderies, Xi, el seu conjunt de producció -béns-, Yi, la tecnologia 
de consurn, v i ,  i les preferencies, Pi. El consumidor rnitjanqant el rner- 
cat demanda i ofereix rnercaderies, que transforma en bkns de consurn 
utilitzant la tecnologia de consurn. En aquest procés de producció do- 
mestica es generen les externalitats, que son anonimes. 
La dotació total inicial de recursos de I'econornia. w, que és una 
k 
dada donada, pertany a I'espai de rnercaderies, w E R+ . Aquests recur- 
sos -rnercaderies- corn tots, són transforrnables en béns rnitjanqant la 
tecnologia de consurn, gi(xi)  c Yi, yi E gi(xi),  xi E Xi. 
Corn quc hi ha externalitats corn a rcsultat de I'activitat de con- 
surn, les prefercncies dels agents depenen no tan sols del seu consurn si- 
no tarnbe del consurn dels altres. Si aquestes preferencics són tals que 
l .  I'tili./crn iina Cl~.iia a m h  dos raps p1.r a indicar tina corrrs1n~ndo:ricia. 
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es poden representar per una funció d'utilitat, Ui: I'i Y, R. do- 
i E  l 
nat el consum dels altres agents yN l i  2 , el consumidor i té un ranking 
definit en els elements del seu propi conjunt Yi. Llavors, 
N 
Per tant, E = ( (Xi, Yi, vi, P.) 1 . -  ; w) és una economia d'inter- 
1 - 1  
canvi amb externalitats. 
El parell de vectors (x, y )  és un equilibri de I'economia E =  ( (Xi, 
k (3) 3 p E IR+ tal que 3 (xi. y.:) que compleixi 
N 
(ii) 1 x;= w 
i =  l 
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Per a demostrar el teorema d7exist6ncia necessitem uns lemes 
previs. 
Lema 1 
Siguin ( 1  ) X, Y dos cons, tancats i convexos (per a simplificar, su- 
1 k posem Y = R+, X = R+). 
(2) 9 : X -+ Y una correspondiincia tal que 
(a) el seu graf G9= { (x. y )  E XxY: y s d x )  } , és tancat 
i convex. 
(b) O s ~ ( x ) .  V x E X. 
( c ) 9  (O)= { O }  
( d ) p ( X )  n Int Y +  @ , 
Llavors cp és una correspondencia contínua ( 9 és hemicontínua 
inferiorment3 i hemicontínua superiorment3 ) 
Observacions 
- Per a demostrar que ip és continua, cal demostrar que (i) ip és 
hci- per a la qual cosa només necessitem els suposits (1 ), (2a) i (2d). i 
(ii) cp 6s hcs. 
- El suposit (2b) permet la possibilitat d'inacció. Es a dir que do- 
nats uns recursos no es produeixi. 
- El suposit (2c) fa impossible I'existencia d'externalitats en la 
producció. Si un agent no utilitza recursos per a produir, no obté cap 
mercaderia. 
- El suposit (2d)  assegura que el conjunt cp (X) esta ben definit en 
I'interior del conjunt Y. 
- Pel suposit (2a). cp (x) 6s un conjunt tancat i convex pera  cada 
x que pertanyi al domini efectiu. De manera que la convexitat i el su- 
posit qiic O E cp ( x )  elimina la possibilitat de rendinients creixents a es- 
cala pcr a la tccnologia dc consum. 
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Demostració del lema 1 
Primer demostrarem que (i) 9 és hci i després que (ii) 9 és com- 
pacte, és a dir que el conjunt 9 (x) és cornpacte a Y,%b'x, x E X. Per 
tant tots els supdsits del següent lema de Hildenbrad [1974] es com- 
pleixen i la condició dernostra que la correspondencia 9 és contínua. 
Lema (Hildenbrand [1974]) 
1 Sia 9 una correspondencia definida d'un espai metric M a R tal 
que el conjunt 9 (x) és convex, Vx ,  x E X. Si 9 és hci a x E M i 9 (x) 
és tancat i compacte, llavors 9 és continua a x. 
(i) 9 és hci. 
Hem de demostrar que per cada conjunt obert G, G C Y, el con- 
junt y7-l (G)= { X E X :  q(x)  n G f  0 } é s o b e r t a x .  
Suposem que n o  és cert, que 9- ' (G) no  és obert. Aixo vol dir que 
a 9- ' (G) n 9- ' (G) -és una intersecció no buida, existeix 
x* E a 9- (G) n 9- ' (G). Com que el fet que el graf de 9 és un con- 
junt tancat i convex implica que el graf de 9- ' també és tancat i con- 
vex, tenim que 9- ' (G) és un conjunt convex. Llavors podem trobar un 
conjunt obert i convex, 8, tal que x* E 8 i V x, x e 8 , 9 ( x )  n G = 
= @ [ * l .  
Per constmcció, doncs, 9 (x*) ri G f 0. Sia y* un element 
d'aquesta intersecció, y* E 9 (x*) n G. Constmfm un conjunt obert N 
pcrtanyent a G al voltant de y*, N = { y E G:d (y, y*) < 6 } . on 
d . , . ) és la distancia entre y i y*. Utilitzant [ * ] tenirn que 
p ( * ) n  A[= 0 ,  V X ,  X E  8 .  
Sia un x qualsevol, x E 8 i y E 9 (x). Com que N és un conjunt 
convex, tenim que per alguna X , ea complira y * + A (y-y *) E N. Per 
altra banda, com que 8 també és convex, llavors x* + A (x-x*) E 8 . 
Pero sabem que 9 (x) n N = 0 , x, x E 8 i en particular per I'ele- 
ment (x* + X(x-x*)), 9 ( x *  + X(x-x*)) n N = 0. que contradiu la 
convexitat de la correspondencia 9 . Llavors 9 és hci. 
(ii) 9 ( x )  és un conjunt compacte a Y. V X  E X. 
Suposem quc 9 (x)  no és cornpacte. Llavors existeix una seqüen- 
cia dc conjunts tancats F, . F, . F,. . . . . F, 3 F, 3 F, > . . . tal que 
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m 
Fk n g(x)  # 0, per tot k i ( n Fk) n cp(x)= 0. Contradic- 
k = 1  
ció arnb el suposit que O E cp(x), b'x, x E X i arnb el fet que cp (x) és un 
conjunt tancat. 1 per tant, cp (x) és un conjunt cornpacte a Y, v x  E X. 
Hern dernostrat que la correspondencia cp és hci, tal que cp(x) és 
un conjunt no nornés tancat i convex, sinó que a més és cornpacte. 
Llavors pel lema citat abans, cp és contínua. 
Lema 2 
Si els supbsits del lema 1 es cornpleixen i si existeix una funció 
d'utilitat, Ui: Y + R tal que és contínua en la variable y i quasicon- 
cava en yi,  llavors la funció Vi: Xi x ll Yj + R és un indicador re- 
j+ i 
presentant les preferencies de I'agent i respecte Xi donades yN ,i  i Vi 
és contínua i quasiconcava en xi.  
Dernostració del lema 2 
P 
Sia Ui la funció definida en el cornponent i, és a dir a partir de la 
funció d'utilitat Ui: Y + R definirn U!: Yi + R que és contínua i 
quasicbncava. 1 
Definim la següent funció contínua. 
P -l' 
. Y + Ui (yi) .  que anornenem Ui 
-P Ui : Xi x Yi -+ R és contínua i quasiconcava en yi .  
Llavors la rnaxirnització que I'agent i ha de resoldre es 
- 1' 
max Ui : Xi x Yi -+ R tal que 
vi: xi-' Yi 
-Y 
i pel teorenia del rniiximum com que Ui Os tina funció contínua i vi Ss 
ufid carrespondCncia contínua i tal que vi ( x i )  6s conipacte (pel lema 
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1 ), la correspondencia pi (conjunt de maxims) és no buida (resultat de 
maximitzar una funció contínua en un conjunt compacte, gi(xi)), hcs 
i de valor compacte. A més, com que gi Es convexa i Ui quasiconcava 
en yi, pi és una correspondencia convexa. 
- P 
Per tant Ui (xi,  y:) on yi E pi (x:) és una funció de xi i Vi:Xi 
x n Yj + R esta ben definida, és contínua i quasiconcava en xi. 
j # i 
Llavors Pi: ll yj x Xi -» Xi queden definides per 
j f  i 
Teorema 
Sia E = ( (Xi, Yi, Pi, vi ): W )  una economia que satisfa tots els su- 
posits del lema 1 i tal que 
(1 )  Els conjunts Xi són tancats, convexos no buits i acotats inferior- 
ment. 
(2)  Les correspondencies de preferencia, Pi, són irreflexives [ xi k 
Pi (xi, yNl i )  1 ,  el seu graf és obert i els seus valors són conjunts 
convexos i no buits. 
(3) Wi(p) > inf p. Xi, per tot p E P. vi. 
(4) SixI  > xf llavorsx; E Pi (x i , yNl i ) ,V i ,  
Ilavors I'economia E tk un equilibri (x*, y*) relativu al sistema de preus, 
P*. 
Observacions 
- El suposit (3)  és el de subsistencia. 
- El suposit (4) expressa la condició de monotonia de les prefer¿.ncies 
Pi en I'espai Xi. 
Demostració del teorema 
Utilitzant el conccpte d'economia abstracta, que gencralitza el de 
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.joc, introduft per G. Debreu [ 19541, en la versió més general de Shafer- 
Sonnenschein [ 1975, b], associarem a l'economia E una economia abs- 
tracta, N + 1. 
Per tots els agents i = 1,  . . ., N + 1 definirem les corresponden- 
c i e s B i , t :  il X i x  ii Y i x P * X i , o n X i , Y i , i = I  , . . . ,  N 
i € 1  i E l  
satisfan els suposits del teorema i P és el conjunt dels preus, a partir de 
les correspondencies Pi. 
Mitjancant Vi: Xi x n Yj + R definim una altra funció que j Z i  
és continua i que anomenem Vf , 
Vi': íi Xi x ii Yj x P + R , i p e r t a n t P i :  X x Y  x P + +  Xi. 
i € 1  j E l  
i = 1 ,  . . ., N és tal que 
A A N + 1  
Per tant, I'economia abstracta r = (X,, Yi, Pi, Pi) que hem 
i =  l 
associat amb E queda caracteritzada per N + 1 quadruples ordenats (xi. Y¡. 8. Bi> on 
vi,¡= l , . . . , N  
A A ( 2 )  pi: X x Y x P + +  Xi d e f i n i d a p e r P i ( x , y , p ) =  x i e X i :  px. G 
1 1 1 k A < Wi(p) essent Pi (x. y, p) Pi(p)= xi E Xi C R + :  pui d 
G Wi(p) . correspondencia que. sota el suposit (3). 6s cont iiiua. t A mes. com que Pi(p) = pi (hp) pera alguna X > O. podem prrii- 
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k dre el símplex P = p E R+: Z pi = 1 com el nostre espai 
' i = 1  
de preus. Per tant pi és una correspondencia de' P a Xi. 
Pera N +  1, 
A A 
(3) PN+, :  X x Y x P -++ X N + I  definida per PN+I  (x, y,  p )  = 
= { P ~ x , + , :  p Xxi-XWi(p)> O } essent XN+I  = P. 
A. (4) + : X x Y x P-++ X N + ,  definida per P N + ~  (x, Y, p ) ~  Ppe r  
a to t  (x, Y ,  P). 
Debreu ([1959] pp. 77-8, 84-5) demostra que-tots els consums 
factibles xi E Xi d'una economia que satisfi el suposit (1 ) del teorema, 
estan continguts en I'interior d'un cub K que és compacte. Per tant, 
podem construir una economia truncada que correspon a r, on substi- 
- 
tuim X i , V i , i =  1 , .  . . , N , p e r X i n  K = X i  i Yi p e r q i =  tpi(gi),dema- 
nera que Zi. Pi són compactes. 
Per tant, es satisfan totes les condicions, deis següent teorema de 
Shafer-Sonnenschein [ 1975.bJ que generalitza I'existencia d'equilibri 
per a les economies abstractes quan les preferencies n o  són completes o 
transitives. 
Teorema (Shafer, W. i H. Sonnenschein [1975.b] 
N 
Sia r = (Xi, Ai, Pi)¡ = , , una economía abstracta que satisfi, pe ra  
tot i. 
1 (a) Xi 6s un conjunt no buit, compacte. convex i subconjunt de R . 
(b') Ai 6s una correspondthcia contínua. 
(b") Pera cada x E X, Ai (x)  Es un conjunt no buit i convex. 
(c') El graf de Pi Es un conjunt obert a X x Xi. i 
(c") Per a cada x E X. xi k H(Pi (x)  ) on H (A) representa la intersecció 
de tots els conjunts convexos que contenen A. 
Llavors I'economia abstracta ll té un  equilibri. 
Tenim, doncs, que existeix un  equilibri, 
(x*, y*, p * ) ~  n gi x n T, x P, 
i E l  j E 1  
- - - N + 1  
de I'economia & (X,, Y i  Pi, Pi) 
i =  1, 
és a dir, pe ra  cada i, x: E Pi(p*) i Pi (p*) n Pi(xi*, y; ,i) = 0, 
A 
i = 1,  . . ., N i com que p*, x i  < Wi(p*), llavors PN +, (x*, y*, p*)= 0. 
Ara. hem de comprovar que efectivament (x*, y*) és un equilibri 
relatiu al preu p*, de  I'economia E .  
La condició ( 1 )  de la definició 1 es compleix per construcció, j a  
que 
yi E pi ( x i )  y x i  i per tant y: E pi (x:) i yf E vi (xf ). 
Per monotonia i com que xf E Bi (p*), Bi (p*) n Pi(xf,  y f )  = 0, 
tenim que p* x f =  Wi (p*). A més p* > O, i per tant p* E x* = 
i e i  ' 
= p*w implica xf = w, que és la condició (2). 
i E l  
Suposem que existeixi un pare11 (xi , yf) tal que y: E vi (xi), 
p* x f =  p* xf i és preferit per a algun i. Si xl = xf , y; # y:, llavors 
y; E vi(xt) = vi(xf) que contradiu yf E pi (xt).  Si (xf , y; ) # (x:, y:) 
llavors xi E Bi(p*) i xf c Pi (x:, y$() que contradiu Bi (p*) n 
n Pi(xf ,  y;¡() = Q . Per tant. es compleix la condició (3 ). 
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Per tant, hem demostrat que I'equilibn competitiu existira per a 
aquelles economies d'intercanvi amb extemalitats generades per la 
transformació domestica que requereix el consum, amb preferhcies de- 
finides sobre tot I'espai de consum, que satisfan les condicions del lema 
2 i del teorema. L'existencia d'equilibri competitiu amb extemalitats 
sense transformació de consum, queda demostrada pel cas particular en 
el qual la tecnologia de consum és la identitat. 
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